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Exercice 1. Soit f la fonction définie sur ]0,+∞[ par

f(x) =
1

x (1 + | ln(x)|)2
pour tout x > 0.

1. Montrer que f ∈ L1
R(]0, 1],B(]0, 1]), λ]0,1]), mais que f /∈ Lp

R(]0, 1],B(]0, 1]), λ]0,1])
pour p ∈]1,+∞].

2. Montrer que f appartient à Lp
R([1,+∞[,B([1,+∞[), λ[1,+∞[) pour p ∈ [1,+∞].

Exercice 2. Étudier l’appartenance à Lp
R(R,B(R), λ) pour p = 1, 2 des fonctions définies,

pour tout x dans R par

f(x) = exp(−x)1R+(x), g(x) =
sin(x)

x
, h(x) =

1

x
1
4 (1 +

√
x)

1]0,+∞[(x).

Exercice 3. Soit (Ω,F , µ) un espace mesuré σ−fini. Montrer que, pour tout p ⩾ 1, pour
tout f ∈ Lp

R(Ω,F , µ), on a∫
Ω

|f(ω)|p dµ(ω) = p

∫ +∞

0

tp−1µ ({ω ∈ Ω tels que |f(ω)| ⩾ t}) dt.

Exercice 4. Soit (Ω,F , µ) un espace mesuré.
1. Soit a, b ⩾ 0 et p et q dans [1,+∞] tels que 1

p
+ 1

q
= 1.

(a) Montrer que
1

p
ln (ap) +

1

q
ln (bq) ⩽ ln

Å
ap

p
+

bq

q

ã
.

(b) En déduire l’inégalité de Young suivante :

ab ⩽
ap

p
+

bq

q
.

2. Inégalité de Hölder : soient p et q dans [1,+∞] tels que 1
p
+ 1

q
= 1, et f ∈ Lp

R(Ω,F , µ),
g ∈ Lq

R(Ω,F , µ). Montrer que fg appartient à L1
R(Ω,F , µ) et vérifie

∥fg∥1 ⩽ ∥f∥p∥g∥q.

3. Inégalité de Minkowski1 : Déduire de la question précédente que, pour tout p ∈
]1,+∞[, si f et g sont dans Lp

R(Ω,F , µ), alors f + g également et vérifie

∥f + g∥p ⩽ ∥f∥p + ∥g∥p.
1Cette inégalité est également vraie pour p = 1 et p = ∞ mais la démonstration ne nécessite pas

l’inégalité de Hölder
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Exercice 5. Étudier la convergence dans Lp
R(R,B(R), λ), pour p = 1, 2, des suites de

fonctions (fn)n⩾1 définies respectivement, pour tout x ∈ R, par

fn(x) =
√
n exp(−nx2), fn(x) =

n2 sin(nx)

2π
1[−π

n
,π
n ]
(x), fn(x) =

2

πn2

√
n2 − x21[−n,n](x).

Exercice 6. Soient (Ω,F , µ) un espace mesuré, (fn)n⩾0 une suite de fonctions mesurables
de Ω dans R et f une fonction mesurable de Ω dans R.

1. Montrer que si f appartient à L∞
R (Ω,F , µ), alors |f | ≤ ∥f∥∞ µ−presque partout.

2. Montrer que (fn)n⩾0 converge vers f dans L∞
R (Ω,F , µ) si, et seulement si, il ex-

iste un ensemble négligeable A ∈ F tel que la suite de fonctions (fn)n⩾0 converge
uniformément vers f sur Ac.

Exercice 7. On note Cc(R;R) l’espace vectoriel des fonctions continues à support com-
pact de R dans R.

1. Montrer que Cc(R;R) est dense dans Lp
R(R,B(R), λ) pour p ∈ [1,+∞[.

2. En déduire que, pour toute fonction f dans Lp
R(R,B(R), λ), on a ∥f−f(·+h)∥p −→

h→0
0.

Exercice 8. Pour toute fonction ϕ : Rd 7→ C et pour t > 0, on note ϕt : Rd 7→ C définie,
pour tout x ∈ Rd par ϕt(x) =

1
td
ϕ
(
x
t

)
.

1. Montrer que si ϕ ∈ L1(Rd) alors ϕt ∈ L1(Rd).
2. Soit ϕ ∈ L1(Rd) tel que

∫
Rd ϕ = 1.

(a) Montrer que si f ∈ L1(Rd), alors ∥f ∗ ϕt − f∥L1(Rd) −→
t→0+

0.

(b) Montrer que si f ∈ L∞(Rd), alors (f ∗ ϕt)(x) −→
t→0+

f(x) pour tout x ∈ Rd où f

est continue.

Exercice 9 (Inégalité de Young). On se place sur Rd avec d ⩾ 1.
1. Soit f ∈ L1(Rd), g ∈ Lp(Rd) avec p ∈ [1,+∞]. Montrer que (f ∗ g)(x) existe pour

presque tout x ∈ Rd, puis que f ∗ g ∈ Lp(Rd) et vérifie

∥f ∗ g∥Lp(Rd) ⩽ ∥f∥L1(Rd)∥g∥Lp(Rd).

2. Soient p, q dans [1,+∞] tels que 1
p
+ 1

q
= 1 et f ∈ Lp(Rd), g ∈ Lq(Rd). Montrer

que (f ∗ g)(x) existe pour tout x ∈ Rd, puis que f ∗ g est uniformément continue et
bornée sur Rd et vérifie

∥f ∗ g∥L∞(Rd) ⩽ ∥f∥Lp(Rd)∥g∥Lp(Rd).

3. Soient p, q et r dans [1,+∞] tels que 1 + 1
r
= 1

p
+ 1

q
et f ∈ Lp(Rd), g ∈ Lq(Rd).

Montrer que (f ∗ g)(x) existe pour presque tout x ∈ Rd, puis que f ∗ g ∈ Lr(Rd) et
vérifie

∥f ∗ g∥Lr(Rd) ⩽ ∥f∥Lp(Rd)∥g∥Lp(Rd).
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